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В настоящее время в свете введения повсеместной цифровизации одной из основных педагогических 
проблем является кризис в области современных учебно-методических идей. Необходимость использования 
информационно-коммуникационных технологий в процессе обучения давно обоснована, однако очевидно, 
что образовательные возможности современных цифровых ресурсов и программ используются не в полной 
мере. Математика, как формальная наука, требующая от человека абсолютно уникального мышления, осо-
бенно нуждается в средствах повышения эффективности обучения. Одним из таких средств являются систе-
мы компьютерной алгебры – прикладные программы для выполнения преобразований и работы с матема-
тическими выражениями в аналитической (символьной) форме. В данной статье на конкретно разобранном 
примере метода математической индукции рассмотрена интеграция в образовательный процесс системы 
компьютерной алгебры Maxima в качестве инструмента, обеспечивающего наглядность изучения. Даны под-
робные методические указания для использования системы компьютерной алгебры Maxima. Обосновано 
предпочтение системы компьютерной алгебры Maxima в сравнении с другими системами компьютерной ал-
гебры. Представлена практическая реализация доказательства методом математической индукции в системе 
компьютерной алгебры Maxima. Рассмотрены перспективы полноценной интеграции систем компьютерной 
алгебры в образовательный процесс.
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Currently, in the light of the introduction of widespread digitalization, one of the main pedagogical problems 
is the crisis in the field of modern educational and methodological ideas. The need to use information and 
communication technologies in the learning process has long been justified, but it is obvious that the educational 
opportunities of modern digital resources and programs are not fully used. Mathematics, as a formal science that 
requires absolutely unique thinking from a person, especially needs means to increase the effectiveness of teaching. 
One of these tools is computer algebra systems-application programs for performing transformations and working 
with mathematical expressions in analytical (symbolic) form. In this article, the integration of the Maxima computer 
algebra system into the educational process as a tool that provides visual learning is considered using a specifically 
analyzed example of the mathematical induction method. Detailed guidelines for using the Maxima computer algebra 
system are given. The preference of the Maxima computer algebra system in comparison with other computer 
algebra systems is justified. The practical implementation of the proof by the method of mathematical induction in 
the computer algebra system Maxima is presented. The prospects of full integration of computer algebra systems in 
the educational process are considered.
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Одной из главных составляющих че-
ловеческой жизни во все времена так 
или иначе являлась математика. Период 
существования и развития математики 
как неотъемлемой части системы человече-
ских знаний в области понятий количества, 
структуры и соотношения невероятно ве-
лик: древнейшие египетские математиче-
ские тексты относятся ко второму тысяче-
летию до нашей эры. На протяжении всего 
своего существования математика разви-
валась вместе с человечеством, расширя-
ясь вследствие совершенствования соб-
ственных методов. Современная трактовка 
предполагает ее как науку об отношениях 
между объектами, о которых ничего не из-
вестно, кроме описывающих их некоторых 
свойств, – именно тех, которые в качестве 

аксиом положены в основание той или иной 
математической теории [1].

При этом, являясь наукой абстрактной, 
формальной, т.е. опирающейся на фор-
мальную систему, а не фактическую мето-
дологию, математика требует от человека 
абсолютно уникального мышления. Так, 
формальная система – это совокупность аб-
страктных объектов, не связанных с внеш-
ним миром, в которой представлены пра-
вила оперирования множеством символов 
в строго синтаксической трактовке без учё-
та смыслового содержания, то есть семан-
тики. Формальность математики как науки 
обуславливает необходимость существова-
ния определенных методов доказательства 
истинности или ложности утверждения. 
Основным инструментом установления ис-
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тинности или ложности математических 
утверждений (теорем) является математи-
ческое доказательство [2]. Математическое 
доказательство – это структурированная си-
стема логических утверждений, связанных 
правилами вывода и следующих от аксиом 
к искомому утверждению.

Целью данной статьи является рассмо-
трение доказательства методом математи-
ческой индукции и его практическая реа-
лизация в системе компьютерной алгебры 
Maxima, наиболее оптимальной для дан-
ной цели.

Материалы и методы исследования 
Главной характеристикой математи-

ческого доказательства является универ-
сальность, как общеприменимость. Одним 
из основополагающих универсальных ме-
тодов математического доказательства яв-
ляется метод математической индукции [3], 
справедливый для множества натуральных 
чисел. Суть доказательства утверждений 
посредством математической индукции со-
стоит из двух этапов:

1. Проверка базы индукции, т.е. провер-
ка истинности утверждения при n = 1.

2. Проверка шага индукции, т.е. провер-
ка истинности утверждения при n = n + 1.

Максимально просто представить дан-
ный метод на практике можно через извест-
ный всем принцип домино, когда каждая ко-
сточка домино опрокидывает следующую, 
вследствие чего весь ряд из косточек после-
довательно падает.

Метод математической индукции широ-
ко применяется при доказательстве теорем, 
тождеств, неравенств, при решении задач 
на делимость, при решении некоторых гео-
метрических и многих других задач. С по-
мощью метода математической индукции 
можно доказывать различные утверждения, 
касающиеся делимости натуральных чи-
сел [4, 5].

Распространенность метода математи-
ческой индукции достаточно широка, и про-
блема повышения эффективности обучения 
данному методу обуславливается для со-
временного образования в первую очередь 
тем, что применение метода математической 
индукции предполагается в процессе реше-
ния некоторых заданий при сдаче Единого 
государственного экзамена [6]. При этом, 
анализируя требования актуального на сей 
день федерального государственного обра-
зовательного стандарта общего образования, 
можно сделать вывод о том, что изучение 
метода математической индукции включе-
но лишь в программы профильных классов 
с углубленным изучением математики и име-
ет достаточно поверхностный характер.

В силу своей одновременной сложности 
и важности изучение метода математической 
индукции требует использования в образова-
тельном процессе современных информаци-
онных технологий, главными преимущества-
ми которых являются наглядность, удобство 
использования и значительно более широкие 
вычислительные возможности, нежели у ин-
струментов традиционного обучения. Также 
важно заметить, что использование совре-
менных образовательных технологий и их 
программных возможностей в процессе об-
учения, помимо математической грамотно-
сти, способствует развитию компьютерной 
грамотности обучающегося, повышает его 
интерес к учебной дисциплине через смену 
деятельности и актуализирует межпредмет-
ную связь с информатикой.

В настоящее время существует доста-
точно большое количество различных си-
стем и платформ, позволяющих разрешить 
данную задачу. Среди них можно выделить 
такие системы, как MathCad, Maple, Mathe-
matica и Maxima. Сравнивая вышеуказанные 
платформы в рамках разрешения проблемы 
изучения метода математической индукции 
в школе, необходимо понимать, что для про-
граммы, реализующей символьные вычис-
ления, т.е. преобразования и работу с мате-
матическими выражениями в символьной 
форме [7], метод математической индукции 
является элементарной задачей. При этом 
в целях обеспечения успешной интегра-
ции систем компьютерной алгебры в про-
цесс обучения математике в средней школе 
необходимо обеспечить цифровой копией 
каждого обучающегося. При существую-
щих сегодня ценах на системы компьютер-
ной алгебры (от 500$ за одну цифровую ко-
пию), обеспечение одной образовательной 
организации полным цифровым пакетом 
обойдется в сумму около миллиона рублей, 
что, очевидно, не является целесообраз-
ным, учитывая ненадобность большинства 
из предлагаемых Maple, MathCad или Math-
ematica функций на ступени среднего обще-
го образования. 

Особняком в данном перечне стоит си-
стема компьютерной алгебры Maxima, воз-
можности которой также позволяют выпол-
нять символьные вычисления различной 
сложности, однако распространяется она 
на бесплатной основе. И очевидно, что наи-
лучшим выбором для решения проблемы 
совершенствования процесса изучения 
метода математической индукции в курсе 
среднего общего образования посредством 
интеграции в педагогический процесс про-
граммных продуктов современных инфор-
мационных технологий является система 
компьютерной алгебры Maxima.
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Результаты исследования  

и их обсуждение 
Реализация математического доказа-

тельства методом математической индук-
ции в системе компьютерной алгебры Max-
ima требует от пользователя знания таких 
простейших функций, как:

- sum (выражение, переменная, нижняя 
граница изменения переменной, верхняя 
граница изменения переменной), применя-
ющаяся для нахождения суммы n членов 
ряда, где n принадлежит множеству нату-
ральных чисел [8–10];

- simpsum: true или false как функция 
активации возможности вычисления беско-
нечной суммы членов ряда;

- ratsimp (выражение), производящая 
упрощение и приведение выражения к ка-
ноническому виду;

- переменная: значение, как синтаксис 
присваивания значений переменным;

- mod (x, y) – функция для нахождения 
остатка от деления;

- if <выражение> then <действие>, 
как синтаксис условного оператора со зна-
чением «если…то…».

Рассмотрим возможную структуру про-
граммы для реализации математического 
доказательства методом математической 
индукции на различных примерах.

Пример 1. Доказать методом матема-
тической индукции следующее равен-

ство: ( )
1

2 3 ( 4).
n

k

k n n
=

+ = +∑
Согласно определению, две части ра-

венства можно считать равными в том слу-
чае, если разность левой и правой части 
выражения равна нулю. Так, первым шагом 
после записи функции в общем виде необ-
ходимо приравнять левую часть выражения 
к одной переменной (в данной программе – 
переменной «left»), а правую, соответствен-
но, к другой переменной (в данной про-
грамме – «right») (рис. 1).

Рис. 1. Приравнивание левой и правой части  
к соответствующим переменным

Далее, следуя уже определенному выше 
алгоритму математического доказательства 
методом математической индукции, необ-
ходимо присвоить переменной n значение 
k и активировать возможность вычисле-
ния бесконечной суммы членов ряда, так 

как на данном шаге будет производиться 
вычисление такого типа. После чего необ-
ходимо создать строку с условной функ-
цией формата «if left-right = 0 then (ok)», 
и использование возможностей системы 
компьютерной алгебры Maxima приведет 
к расчету приведенных функций при n = k 
и отразит разность между левой части выра-
жения и правой. При разности левой и пра-
вой части, равной нулю, Maxima выведет 
сообщение, приведенное в скобках «(ok)», 
что будет свидетельствовать об успешном 
доказательстве равенства при n = k. В слу-
чае, если разность левой и правой части 
нулю не равна, на экране появится выраже-
ние «false». Реализация данного этапа при-
ведена на рис. 2.

Рис. 2. Доказательство равенства левой  
и правой части приведенного выражения  

при n = k

Следующие два этапа математическо-
го доказательства методом математической 
индукции абсолютно идентичны приве-
денному алгоритму, с той лишь разницей, 
что последовательно переменной n присва-
ивается сначала значение n=1 (рис. 3). 

Рис. 3. Доказательство равенства левой и правой 
части приведенного выражения при n = 1,  

а потом – значение n = k + 1 (рис. 4)

Рис. 4. Доказательство равенства левой и правой 
части приведенного выражения при n = k + 1

Результатом данной программы будет 
окно вывода (при условии отсутствия скры-
тия строки вывода через добавление к стро-
ке символа «$»), приведенное на рис. 5.
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Рис. 5. Окно вывода программы  
по доказательству приведенного  

в примере 1 равенства

В целях демонстрации широкого спек-
тра возможностей метода математической 
индукции, рассмотрим еще один пример, 
отличный от первого своим заданием.

Пример 2. Доказать, что сумма 5n – 
4n + 15 при любом натуральном n делится 
на 4 (задача заимствована из [11]).

Прежде всего, в целях полного понима-
ния поставленной задачи, уточним форму-
лировку. Так, в примере 2 необходимо дока-
зать, что любое натуральное число, которое 
возможно представить в виде 5n – 4n + 15, 
кратно 4.

Решение методом математической ин-
дукции с использованием системы компью-
терной алгебры Maxima выглядит следую-
щим образом:

Первым шагом вводим данные по ус-
ловию. Так, обозначим заданное выраже-
ние через переменную K и проверим базу 
индукции (проверим справедливость вы-
ражения для n = 1). Для большего удоб-
ства введем переменную «itog», присвоив 
ей значение «mod(K,4)», т.е. переменная 

«itog» будет равна остатку от деления вы-
ражения 5n – 4n + 15, ранее выраженно-
го через переменную K, на 4. Также до-
бавим строку с условной функцией вида 
«if…then…», задав условие равенства пе-
ременной «itog» нулю. При выполнении 
данного условия, выходная строка Maxima 
выдаст значение «ок». Проверим справед-
ливость утверждения «остаток от деления 
выражения 5n – 4n + 15 на 4 при n = 1, ра-
вен нулю» (рис. 6).

Рис. 6. Проверка истинности утверждения 
«остаток от деления выражения 5n – 4n + 15 

на 4 при n = 1, равен нулю»

При заданных значениях утверждение 
является верным, т.к. число 16 делится 
на 4 без остатка и, соответственно, кратно 4.

Согласно методу математической ин-
дукции предположим, что выражение 
5n – 4n + 15 делится на 4 при n = k, тог-
да то же выражение при n = k + 1: 5n+1 – 
4n + 11 = K(n) + B, делится на 4, если B 
делится на 4. Проверим данное утвержде-
ние в СКА Maxima, присвоив переменной 
«LEFT» значение выражения K при n = k, 
а переменной «RIGHT» значение выра-
жения K при n = k + 1. Так, итогом вы-
числения «RIGHT-LEFT», т.е. вычисления 
значения K(n + 1) – K(n), после всех упро-
щений является 4∙5n – 4, что позволяет сде-
лать заключение о верности утверждения 
5n – 4n + 15 при любом натуральном n де-
лится на 4. Результатом решения данного 
примера в системе компьютерной алгебры 
Maxima будет окно вывода, приведенное 
на рис. 7.

Так, приведенные выше решения при-
меров с различными задачами ярко демон-
стрируют преимущества использования 
системы компьютерной алгебры Maxima 
на уроках математики при изучении доказа-
тельства с использованием методом матема-
тической индукции.
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Рис. 7. Решение примера 2.  
Окно вывода СКА Maxima

Заключение 
Объединяя теоретические умозаклю-

чения и практическую реализацию, приве-
денную выше, можно сделать вывод о том, 
что использование встроенных функций 
системы компьютерной алгебры Maxima 
на уроках математики способствует реа-
лизации принципа наглядности и доступ-

ности, развитию информационной куль-
туры обучающихся, при этом значительно 
облегчает усвоение учебного материала. 
Наличие этих преимуществ, очевидно, де-
монстрирует положительный эффект ин-
теграции систем компьютерной алгебры 
в процесс обучения математике, а также 
актуализирует проблему внесения темы 
«Метод математической индукции» в ба-
зовую программу школьного курса в целях 
повышения качества обучения математике 
и развития личной информационной куль-
туры обучающихся.

Список литературы

1. Бурбаки Н. Архитектура математики. Очерки 
по истории математики. М.: ИЛ, 1963. 258 с.

2. Соминский И.С. Метод математической индукции. 
М.: Наука, 1965. 63 с.

3. Оленев А.А., Назаренко А.В. Метод математической 
индукции в системе компьютерной алгебры Maple // Науч-
ное обозрение. Педагогические науки. 2020. № 6. С. 27–31.

4. Соминский И.С. Метод математической индукции. 
М.: Наука, 1965. 63 с.

5. Седова Е.А., Пчелинцев С.В., Удовенко Л.Н. Метод 
математической индукции в школьном математическом об-
разовании // Математика в школе. 2018. № 5. С. 43–59.

6. Шень А. Математическая индукция. М.: МЦНМО, 
2014. 36 с.

7. ЕГЭ-2021, математика. Образовательный пор-
тал для подготовки к экзаменам «Сдам ГИА: решу 
ЕГЭ». [Электронный ресурс]. URL: https://ege.sdamgia.ru/
problem?id=512436 (дата обращения: 01.06.2021).

8. Ginsburg D., Groose B., Taylor J., Vernescu B. The his-
tory of the Calculus and the development of Computer Algebra 
Systems. [Electronic resource]. URL: https://www.math.wpi.
edu/IQP/BVCalcHist/calctoc.html (date of access: 01.06.2021).

9. Маевский Е.В., Ягодовский П.В. Компьютерная ма-
тематика. Высшая математика в СКМ Maxima: учебное по-
собие. М.: Финансовый университет, 2014. 196 с.

10. Кусяков А.Ш. Система аналитических вычислений 
Maxima. Пермь: Пермский государственный национальный 
исследовательский университет, 2020. 106 с. 

11. Пчелинцев С.В., Седова Е.А. О методе математи-
ческой индукции // Математика для школьников. 2018. № 2. 
С. 3–19.


