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В статье рассматривается новое направление в развитии методики обучения математике в общеоб-
разовательной школе, которое обусловлено применением более доступного (наглядного) метода изучения 
математической индукции с применением системы компьютерной алгебры Maple. Математическая индук-
ция – метод математического доказательства истинности некоторого утверждения для всех натуральных 
чисел. Применение на уроках математики информационных технологий осуществляет взаимосвязь с инфор-
матикой, что позволяет говорить о межпредметных связях в развитии методики обучения. В данной статье 
рассмотрено применение системы компьютерной алгебры Maple при изучении метода математической ин-
дукции. Система компьютерной алгебры Maple представляет собой программный пакет, содержащий более 
двух тысяч команд, которые позволяют производить аналитические вычисления на компьютере, такие как 
решение задач алгебры, геометрии, математического анализа, дифференциальных уравнений, статистики, 
математической физики и т.д. Встроенные функции системы компьютерной алгебры Maple предоставля-
ют возможность доказательства различных тождеств метода математической индукции, что значительно 
облегчает работу преподавателя. Наглядное и доступное представление доказательства задач методом ма-
тематической индукции способствует более облегченному усвоению темы. В данной работе рассматрива-
ется возможность применения системы компьютерной алгебры Maple для доказательств с использованием 
принципа математической индукции, различных задач, встречающихся в школьной программе обучения. 
Рассмотрены примеры решения задачи, соответствующие Единому государственному экзамену в условиях 
современной информационной образовательной среды.
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The article discusses a new direction in the development of methods of teaching mathematics in a general 
education school, which is due to the use of a more accessible (visual) method of studying mathematical induction, 
using the Maple computer algebra system. Mathematical induction is a method of mathematical proof of the 
truth of some statement for all natural numbers. The use of information technologies in mathematics lessons, it 
interconnects with informatics, which allows us to talk about interdisciplinary connections in the development of 
teaching methods. This article discusses the application of the Maple computer algebra system when studying the 
method of mathematical induction. The Maple computer algebra system is a software package containing more 
than two thousand commands that allow you to perform analytical calculations on a computer, such as: solving 
problems in algebra, geometry, mathematical analysis, differential equations, statistics, mathematical physics, etc. 
The built-in functions of the Maple computer algebra system provide the ability to prove various identities of the 
method of mathematical induction, which greatly facilitates the teacher’s work. A clear and accessible presentation 
of the proof of problems by the method of mathematical induction contributes to a more facilitated assimilation 
of the topic. This paper considers the possibility of using the Maple computer algebra system for proofs using 
the principle of mathematical induction, various problems encountered in the school curriculum. The examples 
of solving the problem, corresponding to the Unified State Exam, in the conditions of the modern information 
educational environment are considered.
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Математика является одной из осно-
вополагающих наук, в которой изучаются 
не только числа, но и множество других не-
маловажных разделов. В данной статье речь 
пойдет о математических доказательствах. 
Если рассматриваемое утверждение логи-
чески следует из уже доказанных и обо-
снованных утверждений, то оно является 
истинным [1].

Таким образом, дедуктивный метод 
считается основой математического доказа- 
тельства.

Из вышесказанного следует, что матема-
тическое доказательство – это своего рода 
рассуждение с целью дальнейшего обо-
снования истинности какого-либо утверж-
дения. Одним из универсальных методов 
доказательства является метод математиче-
ской индукции.

Применение знаний и навыков ис-
пользования данного метода предполага-
ется при решении множества задач. Вы-
пускники средних общеобразовательных 
организаций при сдаче Единого государ-
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ственного экзамена (ЕГЭ) сталкиваются 
с заданием, которое, в свою очередь, пред-
усматривает применение метода матема-
тической индукции. 

Проведя анализ требований Федераль-
ных государственных образовательных 
стандартов (ФГОС), заметим, что, несмо-
тря на вышеизложенные факты, изучение 
метода математической индукции (ММИ) 
включено лишь в программы профильных 
классов с углубленным изучением мате-
матики. Но даже на этом уровне с ММИ 
учащихся знакомят только поверхност-
но [2, 3].

Цель исследования: ответить на вопрос: 
«Как следует строить процесс обучения ма-
тематике, а конкретно решение задач с ис-
пользованием методом математической 
индукции с использованием системы ком-
пьютерной алгебры Maple?»

Материалы и методы исследования
Метод математической индукции – 

один из основополагающих способов до-
казательства утверждений, справедливых 
на множестве натуральных чисел (иногда 
утверждения могут быть сформулирова-
ны для всех натуральных чисел, иногда – 
на множестве натуральных четных чисел 
и т.п.) [4].

Основой доказательства утверждений 
с помощью ММИ является:

Утверждение P(n) (где n – натуральное 
число), которое справедливо при n ∈ N, если:

1. База индукции (базис индукции). 
На данном этапе проверяется истинность 
утверждения, как правило, при n = 1. Таким 
образом, утверждение P(n) справедливо 
при n = 1.

2. Индуктивный переход (шаг индук-
ции). Считая, что утверждение P(k) спра-
ведливо при n = k, соответственно проверя-
ется истинность утверждения P(k + 1) при 
n = k + 1[3, 5].

Метод математической индукции зача-
стую применяется при доказательстве: 

1) делимости и кратности;
2) равенств и неравенств;
3) тождеств;
4) последовательности и суммы [4, 6].

Результаты исследования  
и их обсуждение

При рассмотрении образовательного 
процесса в условиях реализации современ-
ных информационных технологий очевид-
ным становится то, что для наилучшего 
усвоения знаний учащихся осуществляет-
ся продуктивное внедрение современных 
средств обучения, которые, в свою очередь, 
помогают активизировать мыслительную 

деятельность учащихся, способствуют 
развитию творческой деятельности всех 
участников образования. А также, что не-
маловажно и актуально на сегодняшний 
день, позволяют проводить занятия дис-
танционно и активно влиять на повышение 
эффективности образовательного процес-
са. Перечисленные вопросы являются од-
ной из важнейших проблем сегодняшнего 
дня [7, 8]. 

Кроме того, при применении на уроках 
математики информационных технологий 
осуществляется взаимосвязь с информати-
кой, что позволяет говорить о межпредмет-
ных связях в развитии методики обучения, 
общеобразовательной школы и способству-
ет модернизации учебно-воспитательно-
го процесса.

Одной из возможностей решения выше-
изложенных вопросов является применение 
системы компьютерной алгебры (СКА) Ma-
ple в ходе изучения ММИ.

CKA Maple представляет собой про-
граммный пакет, содержащий более двух 
тысяч команд, которые позволяют произ-
водить аналитические вычисления на ком-
пьютере, такие как решение задач алгебры, 
геометрии, математического анализа, диф-
ференциальных уравнений, статистики, ма-
тематической физики и т.д. [9, 10]. 

Решение математических задач с ис-
пользованием СКА Maple, в свою очередь, 
позволяет учащимся осуществить дока-
зательство методом математической ин-
дукции, произвести экономию время при 
проведении урока, способствует инноваци-
онному и наглядному изучению различных 
тем школьного курса. 

СКА Maple предусматривает встро-
енное наличие функции simplify, которая 
позволяет производить упрощение сим-
вольных выражений, формат этой команды 
позволяет указать в качестве параметров 
для преобразования практически любое вы-
ражение. Если упрощение произвести не-
возможно, функция возвращает исходное 
выражение [11].

для задания (вычисления) суммы 
в СКА Maple используется встроенная 
функция sum, для вычисления значения 
факториала команда factorial, а для введе-
ния значения пределов изменения суммы 
до бесконечности – infinity [12].

Примеры доказательства делимости 
и кратности

Пример 1. доказать, что сумма 5n – 4∙n +  
+ 15 при любом натуральном п делится 
на 4 (задача заимствована из [13]).

Эта задача может быть сформулирована 
более точно: «доказать, что все натураль-
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ные числа, которые можно представить 
в виде 5n – 4∙n + 15, делятся на 4».

Решение: 
Решение методом математической 

индукции. 
Выразим заданную сумму (обозначим 

заданное выражение) через переменную K;
> restart;
> K: = n->5^n-4*n+15;

K≔n → 5n – 4∙n + 5
Изначально проверяется справедливость 

утверждения для K(1): 
> K(1);

16
При заданных значениях утверждение 

является верным, так как число 16 кратно 4.
Предположим, что утверждение K спра-

ведливо при n = 1, k ≥ 1, то есть число  
5n – 4∙n + 15 – делится на 4, тогда число 
K(n + 1) = 5n+1 – 4∙n + 11 = K(n) + B делится 
на 4, если B делится на 4. Проверим дан-
ное утверждение:

> B:=K(n+1)-K(n);

B≔5(n+1) – 4 – 5n.

для упрощения полученного выраже-
ния воспользуемся встроенной функцией 
simplify ( % означает выполнение операции 
с предыдущим значением) [4]. 

> simplify(B);
4∙5n – 4.

Полученное выражение можно предста-
вить в виде произведения:

> evalb(4*5^n-4=4*(5^n-1));
true

Что позволяет утверждать, выражение 
вида 5n – 4∙n + 15 – делится на 4, так как 5n – 1  
делится на 4 при любых n ≥ 0, а значит, про-
изведение делится на 16.

Вывод: данное утверждение верно. За-
дача решена.

Пример 2. доказать, что сумма n3 +  
+ 6∙n2 + 29n кратна 6.

Решение:
для доказательства истинности данного 

утверждения воспользуемся методом мате-
матической индукции.

Выразим заданную сумму (обозначим 
заданное выражение) через переменную P;

>P:=n->n^3+6*n^2+29*n;
P∶ = n –> n3 + 6n2 + 29n.

Таким образом получим решение функ-
ции P при n равном 1;

>P(1);
36.

далее следует выразить значение разно-
сти функций P от n + 1 и n;

>P(n+1)-P(n);

(n + 1)3 + 6(n + 1)2 + 29 – n3 – 6n2.
Применим ранее рассмотренную функ-

цию simplify ( %), для упрощения, получен-
ного выражения, где % означает выполне-
ние операции с предыдущим значением [4]. 

>simplify( %);
3n2 + 15n + 36.

В вышеприведенном значении крат-
ность 6 не очевидна, для более наглядного 
представления найдем полную индукцию, 
то есть применим метод математической 
индукции повторно.

Полученную функцию 3∙n2 + 15∙n + 36  
зададим через новую переменную W;

>W:=n->3*n^2+15*n+36;
W∶ = n –> 3n2 + 15n + 36.

Проверим справедливость утверждения: 
значение функции W при n равном 1 долж-
но быть кратно 6:

>W(1);
54.

Утверждение доказано и является верным. 
Найдем значение разности функций 

от n + 1 и n;
>W(n+1)-W(n);

3(n + 1)2 + 15 – 3n2.
Упростим полученное выражение;
>simplify ( %);

6n + 18.
Проверим выполнение условия выраже-

ния, кратность 6, путем деления предыду-
щего выражения на 6;

> %/6;
n + 3.

Вывод: Очевидным становится то, что 
условия метода математической индук-
ции выполнены, следовательно, выраже-
ние является истинным, что и требова-
лось доказать.

Пример доказательства равенств
Пример 3. доказать равенство 1 2 ...+ + +  

( 1) , 
2

n nn n N++ = ∀ ∈  [14].

Решение:
Зададим сумму из данного равенства:
>restart; sum(i, i=1…n);

( )21 1 11
2 2 2

n n+ − − .
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Произведем упрощение полученного 

выражения для суммы:
 >H:= simplify ( %);

21 1: .
2 2

H n n= +

Выполним сравнение левой и правой 
части равенства:

>simplify (n*(n+1)/2-H);

0.
Вывод: Предположение равенства сум-

мы является верным. для доказательства 
данного равенства использовалась функ-
ция simplify.

Пример 4. доказать равенство

( )

( ) ( ) ( )

1 2
(1 1)! (2 1)! 1 !
1 1 1 .

1* 1 1 2* 2 1 * 1

n
n

n n

= + +…+ =
+ + +

+ +…+
+ + +

Решение:
для доказательства данного равенства 

с помощью СКА Maple разделим его на ле-
вую и правую части, которые зададим пере-
менными L и R соответственно.

Зададим левую часть равенства через 
переменную L, выразив ее суммой

>L := sum(n/factorial(n+1), n = 1 .. infinity);
L := 1.

Аналогичные действия выполняются 
для правой части равенства;

>R: = sum(1/(n*(n+1)), n = 1 .. infinity);
R := 1.

Применим метод математической ин-
дукции, для доказательства истинности 
данного утверждения, получим значение 
при n равном 1(база индукции); 

>L(1);
1.

>R(1);
1.

Соответственно, выразим обе части 
равенства последовательно, при значении 
n + 1 (Индуктивный переход);

>L(n+1);
1.

>R(n+1);
1.

далее выразим значение разности 
от n + 1 и n, задав через новые переменные 
L1 и R1;

>L1 := L(n+1)-L(n);
L1 := 0.

>R1 := R(n+1)-R(n);
R1 := 0.

Покажем равенство;
>L1 = R1;

0 = 0.
Вывод: Метод математической индук-

ции выполнен, следовательно, выражение 
истинно, что и требовалось доказать.

Пример доказательства неравенств
Пример 5. доказать, что при n∈N, n ≥ 5  

справедливо неравенство 2n ≥ n2 + n + 2.
Решение:
Проверим верность утверждения при 

n = 5:
> evalb(2^5>=5^2+5+2);

true
допустим справедливость утверждения 

при п = k ≥ 5
> 2^k> = k^2+k+2;

k2 + k + 2 ≤ 2k.
Вышеприведённое выражение равно-

сильно следующему выражению:
> 2^k-k^2-k-2> = 0;

0 ≤ 2k – k2 – k – 2.
докажем справедливость неравенства 

при n = k + l
> 2^(k+1)-((k+1)^2-(k+1)-2);

2(k+1) – (k + 1)2 + k + 3;
> simplify( %);

2(k+1) – k2 – k + 2.
Вывод: данное выражение больше нуля 

при k ≥ 5. Таким образом, задача решена.
Очевидно, что применение встроенных 

функций СКА Maple позволяет осуще-
ствить возможность наглядного и доступ-
ного доказательства различных тождеств 
с использованием ММИ, что значительно 
облегчает работу педагога, и, таким обра-
зом, решение различных задач школьного 
курса математики методом математической 
индукции способствует более облегченно-
му усвоению тем. 

Выделим преимущества применения 
в ходе учебного процесса СКА Maple, та-
кие как: возможность избежать арифмети-
ческих ошибок, значительное сокращение 
времени проведения урока, кроме того, по-
является уникальная возможность более 
точного планирования рабочих программ. 
Представленные инновационные подходы 
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могут явиться основанием для внесения 
темы «Метод математической индукции» 
в базовую программу школьного курса, что 
в свою очередь позволяет говорить о бо-
лее полном овладении знаниями по данной 
теме учащимися выпускных классов [15].

Заключение
Изучение метода математической ин-

дукции с применением СКА Maple может 
существенно повлиять на развитие обще-
образовательных знаний и расширение кру-
гозора обучающихся, способствовать более 
детальной подготовке школьников к едино-
му государственному экзамену. Кроме того, 
текущие обстоятельства (ведение занятий 
дистанционно) диктуют необходимость 
наличия и использования универсальных 
и интерактивных программ обучения.

Педагогическая деятельность в услови-
ях современной информационной образо-
вательной среды становится значительно 
доступнее, появляется возможность облег-
чить работу педагога и позволяет ему более 
доступно представить материал.
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