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Предложена дискретно-непрерывная модель, создан программный комплекс для исследования динами-
ческих характеристик узлов на печатных платах электронной аппаратуры и приборов. Математическая мо-
дель отличается дискретным представлением собственных форм и аналитическим представлением функции 
времени. Разработан способ описания конструкции и способ задания внешних механических воздействий. 
Приведены результаты решения задач вычисления собственных форм и частот колебаний методом итера-
ций. Допускаются различные способы закрепления узла на печатной плате. Вычисляются функции проги-
ба, ускорения, механические напряжения. Для решения дифференциального уравнения используется метод 
конечных разностей. Получены конечно-разностные выражения для дифференциального оператора. Соб-
ственные формы имеют дискретное представление. Функция времени представлена в аналитической форме. 
Система уравнений формируется по исходным данным и по графическому представлению конструкции. Вы-
полняется оценка сходимости решения при вычислении собственных форм и частот. Имеется возможность 
визуализации колебаний печатной платы при ударных и вибрационных воздействиях. На заключительном 
этапе выполняется развертка во времени функций, характеризующих реакцию печатного узла на заданные 
воздействия. Разработанная модель исследования динамики пластинчатых конструкций, позволяет учиты-
вать установленное количество собственных форм и частот. Это дает возможность исследовать реакцию 
узлов на печатных платах в заданном частотном диапазоне.

Ключевые слова: формы колебаний, собственные частоты, обеспечение виброустойчивости, дискретно-
непрерывное моделирование, пластинчатые конструкции, узлы на печатных платах
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The is discrete-continuous model is offered, the program complex for research of dynamic characteristics of 
knots on printed-circuit boards of electronic equipment and devices is created. The mathematical model differs 
discrete representation of own forms and analytical representation of function of a time. The mode of exposition of 
a design and mode of the representation of exterior mechanical actions is developed. Results of a problem solving 
of scaling of own forms and frequencies of oscillations are resulted by a method of iterations. Various ways of 
attaching of knot on the printed-circuit board are admitted. Functions of a deflection, acceleration, mechanical 
strains are calculated. For a differential equation solution the method of finite differences is used. Finite difference 
expressions for a differential operator are received. Own forms have the discrete idea. Time function is presented 
in the analytical form. The set of equations is formed on input datas and on graphic representation of a design. The 
estimation of convergence of a solution is fulfilled at an evaluation of characteristic forms and frequencies. There is 
a possibility of visualisation of oscillations of the printed-circuit board at shock and vibrational actions. At the final 
stage development in time of the functions characterising a response of a printing knot on set actions is fulfilled. 
The developed model of research of dynamics of lamellar designs, allows to consider the installed quantity of own 
forms and frequencies. It gives the chance to investigate a response of knots on printed-circuit boards in the set 
frequency range.

Keywords: forms of fluctuations, own frequencies, ensuring vibrostability, discrete and continuous modeling, plate 
constructions, junctions in printed-circuit boards

Совершенствование математических 
моделей, расширение возможностей ма-
тематического моделирования позволяет 
принимать обоснованные решения на этапе 
проектирования. К наиболее сложной про-
блеме проектирования относится пробле-
ма обеспечения надежности конструкций 
при механических воздействиях. Для обе-
спечения возможности исследования дина-
мики узлов на печатных платах на основе 
моделирования необходимо решение сле-
дующих задач:

– построение математической модели, 
позволяющей получить адекватное реше-
ние;

– разработка способа описания кон-
струкции и задания внешних воздействий 
для обеспечения возможности исследова-
ния реакции конструкции на заданные воз-
действия по результатам моделирования, их 
использование для обоснования проектных 
решений;

– интерпретация и обработка результа-
тов решений, представленных результатами 
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исследования колебаний. Процесс характе-
ризуется значениями функций координат 
и времени: прогиба, ускорения, механиче-
ских напряжений и других.

Предлагается дискретно-непрерывная 
математическая модель, позволяющая ис-
следовать колебания узла на печатной плате 
в широком частотном диапазоне.

Печатный узел рассматривается как 
изотропная пластина постоянной толщины 
с неоднородным распределением плотно-
сти материала, что позволяет учесть массу 
установленных элементов, существенно 
влияющих на резонансные частоты, ампли-
туду колебаний и механические напряжения 
в элементах конструкции. 

Прогиб W срединной поверхности пла-
стины при статической распределенной на-
грузке q дает решение уравнения [1]:
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жесткость пластины; E – модуль Юнга; δ – 
толщина пластины; ν – коэффициент Пуас-
сона.

Функция перемещения креплений пла-
стины 0 ( )W t  задана. Тогда выражение 
для инерционных сил 

 
2

2 
Wq
t

∂
= −ρδ

∂
.  (2)

Плотность материала есть функция ко-
ординат ( , )x yρ , что позволяет учесть мас-
су навесных элементов. С учетом потерь 
энергии на внутреннее трение уравнение (1) 
принимает вид:
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Здесь 
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 – 

дифференциальный оператор; b – коэффи-
циент вязкости материала платы.

На основе выражения (3) рассмотрим 
построение модели печатного узла [2, 3]. 
С учетом прогиба 0W W W= −  относитель-
но закрепленных областей платы получим:
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Для получения решения уравнение (4) 
необходимо дополнить начальными и гра-
ничными условиями. Граничные условия 

зависят от способа закрепления печатного 
узла:

– для жестко защемленных областей 
пластины:

 ( )0W W t= ; 0W
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∂
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∂
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– для шарнирного крепления:
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– для незакрепленных областей, 
по внешнему контуру пластины:
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Начальные условия зададим в виде:

 0 , const W W= =   при  0t = . (8)
Для дискретно-непрерывной модели вы-

ражение для прогиба W  имеет вид:
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Здесь ( ) ( , )iW x y  – собственные формы 
колебаний:

 ( ) ( )
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После подстановки выражения для про-
гиба (9) в уравнение (4), с учетом ортого-
нальности собственных форм колебаний, 
получим: 
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Здесь ,X YL L  – размеры узла на пе-
чатной плате. В случае, когда собственная 
форма ( ) ( , )kW x y  определена, воздействие 

0 ( )W t  задано, функцию времени ( ) ( )ka t  
дает решение дифференциального уравне-
ния второго порядка (11), которое целесоо-
бразно для наглядности записать в виде

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
0 0 0( ) ( )k k k k k kA W+β ω + ω = 

 a a a . (12)
Здесь:
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– собственная частота
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– масштабный коэффициент
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Для получения однозначного решения 
уравнения (12) необходимы начальные ус-
ловия, которые в соответствии с выражени-
ями (8) принимают вид (15)

( ) (0) 0 ;k =a  

Здесь

 ( )
0 1 0 2( ) ( )i W t W tξ = + ε = − ε  .

В общем виде для каждого интервала it∆  решение уравнения (16) может иметь вид
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Для процесса затухающих колебаний при bw/2<1:
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При переходе к следующему интервалу необходимо изменение начальных условий и фор-
мирование нового временного интервала для решения задачи определения функции прогиба 
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Нахождение функций времени ( ) ( )ka t  
позволяет, используя выражение для проги-
ба ( , , )W x y t , получить решение в виде про-
странственно-временного процесса колеба-
ний при выбранном временном масштабе.

Для заданного воздействия 0 ( )W t  на 
области крепления узла на печатной плате 
можно аппроксимировать функцию 0 ( )W t  
значениями отсчетов через интервалы вре-
мени it∆  [4, 5]. При аппроксимации функ-
ции с требуемой точностью e уравнение (12) 
для интервала 2 1it t t∆ = −  будет иметь вид:

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
0 0( ) ( )k k k k k k iA+β ω + ω = ξ a a a

.  (16)
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( , , )W x y t . Уравнения (17) (18) (19) соответ-
ствуют затухающему процессу колебаний.

Решение задачи осуществляется на основе 
метода конечных разностей. Алгоритм моде-
лирования колебаний сводится к формирова-
нию конечно-разностного аналога уравнения 
(4), решению с учетом граничных условий, 
обусловленных способом закрепления, видом 
функции плотности ( , )x yρ  в соответствии 
в соответствии с массой навесных элементов 
и массой материала платы печатного узла.

Задается начальное приближение соб-
ственной формы колебаний ( )kW , напри-
мер, ( ) 0kW =  для закрепленных областей и 

( ) 1kW =  в свободной от закрепления обла-
сти. Вычисляется частотный параметр ( )kλ :

( ) ( ) ( ) ( )

1 1( ) 0 0

( ) 2( ) 2

1 10 0

( )  ( )
  

( ) ( )  

X Y X Y

X Y X Y

L L N N
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x yk

L L N N
kk

x y xy xy
x y

L W W dxdy k k L W W
D D dxdy

k k WW dxdy

= =

= =

λ == ≈
δ δ

ρρ

∑∑∫ ∫

∑∑∫ ∫
. (21)

Здесь kx, ky – интегральные коэффи-
циенты; Nx, Ny – количество узлов сеточ-
ной модели по направлениям осей коор-
динат.

Уточняется значения дискретно-
го представления собственной формы 

( ) ( , )kW x y , в соответствии со свободны-
ми узлами сеточной модели и значение 
частотного параметра ( )kλ . На заключи-
тельном этапе выполняется развертка во 
времени функций, характеризующих ре-
акцию печатного узла на заданные воз-
действия.

Результаты определения собственных 
форм и частоты для пластины прямоуголь-
ной формы закрепленной в центре с одно-
родным распределением массы показаны на 
рис. 1 [6]. Форма колебаний соответствует 
прогибу на 1-й, 6-й, 10-й и 13-й собствен-
ных частотах.

а б

 
в г

 

Рис. 1. Собственные формы колебаний закрепленной в центре прямоугольной пластины: первая 
(а), шестая (б), десятая (в), тринадцатая (г)
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а б

 

Рис. 2. а – графическое представление модели узла на печатной плате в программном комплексе 
моделирования динамики пластинчатых конструкций; б – прогиб узла на печатной плате 

при ударном воздействии

На рис. 2 показана модель узла на пе-
чатной плате и график прогиба при ударном 
воздействии. Узел имеет одиннадцать точек 
крепления. Показан прогиб платы с учетом 
первых семи форм колебаний в диапазоне 
частот от 100 до 2000 Гц. 

При моделировании динамики узлов на 
печатных платах электронной аппаратуры 
необходимо исследовать колебания в ши-
роком частотном диапазоне. Это позволит 
выявить в конструкции локальные области 
механических напряжений и наиболее ин-
тенсивных виброперегрузок при эксплуата-
ционных воздействиях. 

Обоснованные конструктивные реше-
ния по повышению устойчивости изделий 
к механическим воздействиям могут быть 
приняты по результатам оценки динамиче-
ских характеристик на этапе проектирова-
ния узлов электронной аппаратуры и при-
боров.
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