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В статье показан пример преподавания темы «Дифференцирование функции одной переменной» 
для успешной математической подготовки будущих инженеров технических вузов в условиях дефицита ау-
диторных часов с целью понимания смыла производной. Сначала вводится понятие механического смысла 
производной функции одной переменной. Далее студентов знакомят с широким спектром моделей скоростей 
протекания различных процессов: мгновенное ускорение материальной точки; теплоёмкость тела; линей-
ная плотность неоднородного тонкого стержня; мгновенное значение электродвижущей силы индукции; 
сила тока в контуре в момент времени; угловой коэффициент касательной проведенной к графику функции. 
Приводятся примеры с решениями приложений производной в физике (скорость движения тела, ускорение 
тела), в экономике (предельные показатели в экономике; эластичность экономических показателей). Кроме 
стандартных заданий на нахождение производной функции одной переменной рассматривается графическое 
и  численное дифференцирование. Графическое дифференцирование  – метод касательных основанный на 
геометрической интерпретации производной. Численное дифференцирование – приближенное вычисление 
производных первого и второго порядков для таблично заданной функций. В конце статьи рекомендовано 
для экономии времени использовать на занятиях рабочие тетради по практическому курсу, и методические 
указания с подробными комментариями.
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The article shows an example of teaching the topic «Differentiation of a function of a single variable» 
for successful mathematical training of future engineers of technical universities in conditions of a shortage of 
classroom hours in order to understand the derivative. First, the concept of the mechanical meaning of the derivative 
of a function of one variable is introduced. Further, students are introduced to a wide range of models of the flow 
rates of various processes: instantaneous acceleration of a material point; body heat capacity; linear density of a 
non-uniform thin rod; the instantaneous value of the electromotive force of induction; current in the circuit at time; 
the angular coefficient of the tangent of the function plotted to the graph. Examples are given with solutions to 
applications of a derivative in physics (body velocity, acceleration of the body), in economics (marginal indicators in 
economics; elasticity of economic indicators). In addition to the standard tasks for finding the derivative of a function 
of one variable, graphical and numerical differentiation is considered. Graphical differentiation is a tangent method 
based on the geometric interpretation of the derivative. Numerical differentiation is an approximate calculation of 
derivatives of the first and second orders for a table of given functions. At the end of the article, it is recommended to 
use workbooks for practical courses, and methodological instructions with detailed comments to save time.

Кeywords: differentiation, graphic differentiation, numerical differentiation

Снижение уровня школьного матема-
тического образования, уменьшение ауди-
торных часов выделенных на преподавание 
предметов математического цикла в техни-
ческих вузах влияет на качество матема-
тического образования и  на формирование 
математической компетентности. Сергее-
ва Е.В. считает, что интенсивное развитие 
современного производства со сложным 
техническим оснащением невозможно без 
сформированности математической ком-
петентности [1]. В  основу математической 
компетентности на большинстве направ-
лений инженерных специальностей лежат 
такие компетенции как знания и  умения 
применять законы естественнонаучных 
дисциплин в  будущей профессиональной 
деятельности, умения математического мо-

делирования в  теоретических и  экспери-
ментальных исследованиях. Исследователи 
Л.Д. Кудрявцев, В.А. Садовничий, В.И. Ти-
хомиров и др. в своих работах утверждают, 
что повышение качества университетского 
образования неразрывно связано с  повы-
шением качества математического образо-
вания. 

Матвейкина В.П. считает, что согласно 
новая образовательная парадигма незави-
симо от специализации и характера работы 
любой начинающий специалист должен об-
ладать фундаментальными знаниями, про-
фессиональными умениями и  навыками 
деятельности своего профиля, опытом твор-
ческой и  исследовательской деятельности 
по решению новых проблем, опытом соци-
ально оценочной деятельности [2].
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Главным недостатком школьного мате-
матического образования является неполное 
понимание школьниками смысла некоторых 
операций. Например, на вопрос «что такой 
производная?» каждый год получаем один 
и тот же ответ – «штрих», несмотря на то, что 
в ЕГЭ есть задания на геометрический и фи-
зический смыслы производной. Большин-
ство старшеклассников нацелены на решение 
только алгоритмизированных задач, что при-
водит к неумению решать нестандартные за-
дачи и интегрировать знания из различных об-
ластей наук для решения нестандартных задач 
в будущей профессиональной деятельности.

Цель исследования  – формирование 
у  студентов первокурсников понятия про-
изводной функции одной переменной; фор-
мирование умения описывать математиче-
скую модель задачи; формирование умения 
применять производные в  различных об-
ластях наук при  проведении исследований 
и при изучении спец. дисциплин.

Методы исследования:
– интеграция  – на предметах матема-

тического цикла рассматривали различные 
задачи из разделов физики, экономики и ма-
тематики в которых студенты учились опи-
сывать математические модели задач и  ре-
шать их через дифференцирование;

– практический метод прикладного ана-
лиза  – на конкретных задачах показывали 
применение производных аналитически 
и геометрически.

На первом этапе при  формировании 
у  студентов понятия производной на мате-
матике мы вводим понятие механического 
смысла производной как скорости измене-
ния какого-либо процесса, рассматривая 
широкий спектр моделей скоростей проте-
кания различных процессов ранее изучен-
ных по физике в школе (таблица).

Геометрический смысл производную 
функции y=f(x) можно трактовать как ско-
рость изменения функции: чем больше 

( )f x′ , тем больше угол наклона касатель-
ной к  кривой, тем круче график f(x) и  бы-
стрее растёт (убывает) функция.

Студенты на первом курсе впервые 
сталкиваются с  задачами, где надо найти 
производную функция заданной геометри-
чески или в виде таблицы. Из-за дефицита 
времени на проведение аудиторных часов 
по предметам математического цикла не на 
всех направлениях преподаватели имеют 
возможность ознакомить на первом курсе 
методом наименьших квадратов, поэтому 
и  возникает необходимость графического 
и численного дифференцирования.

Графическое дифференцирование  – ме-
тод касательных основанный на геометриче-
ской интерпретации производной. Проведе-
ние на глаз касательной является неточной. 
Для  уточнения используют прибор  – зер-
кальный дериватор, служащий для проведе-
ния нормали к  линии (в качестве простей-
шего зеркального дериватора используют 
зеркала прямоугольной формы) [3].

Численное дифференцирование  – при-
ближенное вычисление производных для  та-
блично заданной функции [4]. Численное 
дифференцирование можно использовать 
и для вычисления производной аналитически 
заданной функции, когда производная имеет 
слишком сложное для вычислений выражение.

Умение применять производную при ре-
шении задач, при проведении исследований 
требует знания и понимание теоретическо-
го материала, а  также понимания о  её не-
обходимости в  инженерной деятельности. 
С целью формирования понимания необхо-
димости использования производной в  бу-
дущей профессиональной деятельности 

Модели изменения скорости физического процесса
Функция, описывающая процесс Скорость изменения процесса

 ( )y v t=  – изменение скорости неравномерного 
движения в зависимости от времени t ( )

0
lim

t

va v t
t∆ →

∆ ′= =
∆  – мгновенное ускорение

( )y Q T=  – изменение количества теплоты, 
сообщаемой телу при нагревании его до 

температуры T
( )

0
lim
T

QC Q T
T∆ →

∆ ′= =
∆

 – теплоёмкость тела.

( ) ( )f x m x=  – масса стержня
 

0 0
( ) lim

x

mx
x∆ →

∆
ρ =

∆
 – линейная плотность неодно-

родного тонкого стержня в точке х0.

( )y t= Φ  – изменение магнитного потока 
в зависимости от времени t

 
0

lim
t t∆ →

∆Φ
ε =

∆
 – мгновенное значение 

электродвижущей силы индукции

 ( )y q t=  – изменение заряда в колебательном 
контуре в зависимости от времени t. 0

lim
t

qI
t∆ →

∆
=

∆
 – сила тока I в контуре в момент 

времени t0
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студентам было задано домашнее задание 
найти примеры использования производной 
в  различных областях наук являющиеся 
фундаментальными для инженерного обра-
зования: в физике скорость, ускорение, сила 
тока, теплоемкость, линейная плотность, 
коэффициент линейного расширения, угло-
вая скорость, угловое ускорение; в  эконо-
мике предельные показатели в  экономике, 
эластичность экономических показателей, 
рост производительности труда; в  химии 
скорость химической реакции в данный мо-
мент времени.

Для закрепления выдается домашняя 
контрольная работа для  каждого студен-
та индивидуально. Часть А  – повторе-
ние школьного курса. Часть В  – задания 
где необходимо уметь брать производные 
от  функции заданной параметрически, не-
явно и от показательно-степенных функций, 
использовать правило Лопиталя при  реше-
нии пределов, находить кривизну или  ко-
ординаты центра кривизны линии, исполь-
зуя численные методы найти производную 
от  функции заданной таблично. Часть С  – 
прикладная часть, где используется умение 
составлять математическую модель и нахо-
дить производную (задания 1 и  2 для  сту-
дентов обучающихся на инженерных спе-
циальностях, задания 3 и  4 для  студентов 
экономического профиля).

Образец варианта индивидуальной 
контрольной работы по математике 

«Дифференциальное исчисление 
функции одной переменной»

Часть А.
1. Найти производные первого порядка 

данных функций:

1)  53 siny x x= − ; 2)  tgy x x= ; 

3) 
ln

4 3cos
xy

x
=

−
; 4)  3cos( )y x= .

2. Провести полное исследование функ-
ции и построить ее график: 

3

2

4xy
x
+

= .

3. Найти производную 3-го порядка дан-
ной функции: 2lny x= .

4. Найти наибольшее и наименьшее зна-
чения функции 24 4 /y x x= − −  на отрезке 
[1, 4].

5. Составить уравнения касательной 

и нормали к графику функции 
24

2
xy −=  

в точке 0 2x = − .

Часть В.
1. Найти производные первого порядка 

данных функций:

1)  ln
sin( )

xy
x

 
=  

 
; 

2) 
3

2

sin ( )
cos ( )

x t
y t

 =


=
; 

3)  3 2ln (1 )y x= + ; 

4)  4 ctg( )( 5) xy x= + .
2. Вычислить пределы используя прави-

ло Лопиталя: 

1) 
( )

1

cos 2lim
1x

x

x→−

π

+ ; 

2)  ( ) 2

0
lim x

x
x

→
.

3. Вычислить координаты центра кри-
визны кривой 33y x=  в точке (–1; –1/3).

4. Пример. Вычислить первую и вторую 
производные от  таблично заданной функ-
ции

yi = f(xi) = 0, 1, 2, 3, 4, в точке х = X*;  
X* = 0.2.

i 0 1 2 3 4
xi
yi

0.0
1.0

0.1
1.1052

0.2
1.2214

0.3
1.3499

0.4
1.4918

Часть С.
Плот подтягивается к берегу при помо-

щи каната, который наматывается на ворот 
со скоростью 3 м/мин. Определить скорость 
движения плота в тот момент, когда его рас-
стояние от берега будет равно 25 м, если во-
рот расположен на берегу выше поверхно-
сти воды на 4 м. 

Тело массой 6 г движется прямолинейно 
по закону

 ( ) ( )31 ln 1 1S t t= − + + + +  
(S выражено в сантиметрах, t – в секундах). 
Требуется вычислить кинетическую энер-

гию 
2

2
mv 

 
 

 через 1  секунду после начала 

движения.
Зависимость издержек производства 

от  объёма выпускаемой продукции выра-
жается формулой 320 0,05C Q Q= −  де-
нежных единиц. Определить средние и пре-
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дельные издержки при  объёме продукции 
стоимостью Q=10 ден. ед [5] .

Спрос на товар определяется форму-
лой ( ) 100 3D P P= − . Найти эластичность 
спроса при цене на товар P=20 ден. ед [5].

На первом курсе студенты на занятиях 
по физике сталкиваются с необходимостью 
дифференциального и  интегрального ис-
числения. Студенты в основном опираются 
на школьные представления о понятии про-
изводной, поскольку изучение данной темы 
на большинстве направлений на математи-
ке начинается позже. В  вузе записываются 
по-новому физические величины и законы. 
Слабая подготовка абитуриентов по физике 
и математике приводит к тому, что сложные 
физические задачи с нахождением произво-
дной становятся не доступными для пони-
мания.

В рамках профориентационной работы 
усилиями преподавателей физики и матема-
тики в ВПИ проводятся различные меропри-
ятия с целью повышения качества физико-
математического образования школьников:

– на подготовительных курсах препода-
ватели проводят занятия, не  только ориен-
тируясь на ЕГЭ, но и проводят взаимосвязь 
между курсом средней школы и  базовым 
физико-математическими понятиями, с  ко-
торыми столкнутся при  обучении в  техни-
ческом вузе;

– в  рамках ежегодной комплексной 
олимпиады «Роботландия» задания по  фи-
зике и  математике подбираются таким об-
разом, что абитуриент поэтапно обучается 
навыкам самостоятельной исследователь-
ской деятельности (применение произво-
дной в физике, построение и чтение графи-
ков при  применении физических законов, 
решение качественных задач). Используя 
несложный математический аппарат, мож-
но составить интересные задания с  целью 
адаптации школьного курса с вузовским.

– в  рамках проекта «70+» проводится 
тематические практические занятия по  ре-
шению сложного уровня задач из  2  части 
ЕГЭ (физика). Данный курс предназначен 
для  подготовленных абитуриентов, разби-

рая экзаменационные задания, преподава-
тель также знакомит с новыми вузовскими 
приемами решения задачи.

Без понятия производной функции не об-
ходится, пожалуй, ни одна из тем по физике, 
поскольку многие физические величины из-
меняются со временем. Методика введения 
понятия производной начинается уже на 
первых лекционных занятиях с  таких по-
нятий как скорость, ускорение, угловая ско-
рость и угловое ускорение (таблица).

Образец варианта индивидуальной кон-
трольной работы по физике по теме «Кине-
матика»

Уровень А.
1. Движение некоторого тела задано 

уравнением x=3t+4t3.Для моментов време-
ни t1=0 и t2=4c найдите скорость, ускорение, 
а также средние значения скорости и уско-
рения за первые 4 c движения?

2. Для  точек находящиеся на карусели 
на расстоянии R=2 м от оси вращения опре-
делите угловую скорость, и угловое ускоре-
ние для момента времени 2 с. Карусель вра-
щается согласно закону j =t+2t3.

3. Продолжите фразу. Величина, харак-
теризующая в данный момент времени бы-
строту и направление движения точки…..

а) ускорение; б) скорость; в) сила; 
г) угловое ускорение.

Уровень B.
Два бильярдных мяча движутся вдоль 

прямой Оx, согласно законам:

 x1 = 4t + 4t2 – 3t3 и x2 = 2t – 2t2 + t3. 
Найдите момент времени, при  котором 

их ускорения будут совпадать.
Некоторый груз на нити длиной 2 м вра-

щают вокруг вертикальной оси при  этом 
нормальное ускорение задается уравнени-
ем an = 1 + 6t + 9t2. Для момента времени 5 
с оцените: тангенциальное ускорение и пол-
ное ускорение.

На графике представлено изменение 
проекции угловой скорости со временем 
вращающегося диска. Постройте график 
изменения проекции углового ускорения со 
временем.
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Уровень С.
1. Камень движется, таким образом, 

что радиус-вектор изменяется со временем 
по закону r = t3i + 3t2j, где i, j – орты осей 
х и  у. Найдите скорость, и  ускорения кам-
ня в момент времени t = 2 с, а также макси-
мальную скорость камня.

2. Колесо автомобиля R = 40 см вращает-
ся так, что зависимость угла поворота ради-
уса диска от  времени задается уравнением 
φ = 2 + 6t3. . Определить для точек на ободе 
колеса: нормальное ускорение an в момент 
времени t = 2  с; тангенсальное ускорение 
для  этого же момента времени; угол пово-
рота φ, при  котором полное ускорение со-
ставляет с радиусом колеса угол α = 60°

Критерии оценки контрольных работ 
по физике и математике:

– «удовлетворительно»: решение зада-
ний на уровне узнавания и воспроизведение 
по алгоритму, решено правильно от 60 % до 
75 % заданий;

– «хорошо»: преобразовывает алгорит-
мы с  условиями отличающимися от  стан-
дартных, решено правильно от 76 % до 89 % 
заданий;

– «отлично»: решены нестандартные за-
дания с элементами исследования, правиль-
но выполнены чертежи, решено правильно 
от 90 % до 100 % заданий. 

Результаты проведённого исследования 
показывают высокую эффективность при-
менения методов интеграции и прикладного 
анализа при изучении темы дифференциро-
вание функции одной переменной и позво-
ляют утверждать, что у студентов формиру-
ется устойчивое понимание производной, 
а также формируются навыки выбора необ-
ходимого математического инструментария 
при решении задач по физике и задач в бу-
дущей профессиональной деятельности. 

Выводы: 
– студент будет заинтересован в форми-

ровании математической компетентности, 
если он будет чётко понимать о  необходи-
мости полученных знаний в  будущей про-
фессиональной деятельности;

– данный подход в  преподавании темы 
позволяет студентам эффективно усвоить 
материал, самостоятельно находить пути 
решения задач и строить дальнейший обра-
зовательный маршрут; 

– решать проблему дефицита аудитор-
ных часов переводя студентов на самосто-
ятельное изучение лекционного материала, 
часто приводит к  неправильному понима-
нию материала и  большим временным за-
тратам студента;

– экономить время можно за  счёт под-
готовки заранее преподавателем рабочих 
тетрадей по  практическому курсу, методи-
ческих указаний с  подробными коммента-
риями.
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