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В статье приведены примеры, рассматриваемые на лекциях и практических занятиях с магистрантами, 
обучающимися по направлению 20.04.02 «Природообустройство и водопользование» при изучении дис-
циплины «Математическое моделирование процессов в компонентах природы». Применение математиче-
ского моделирования дает возможность изучать природные процессы с помощью моделей, рассматривать 
задачи принятия решений в условиях неопределенности, оценивать последствия принимаемых решений. 
В первом примере рассматривается популярный статистический критерий Стьюдента. Во втором примере 
для характеристики температурного режима территории изложено правило вычисления основных стати-
стических характеристик рядов метеопараметров. Пространственно-временную изменчивость предлагается 
исследовать с помощью аппарата разложения полей по естественным ортогональным составляющим. Оцен-
ка значимости выявленных отличий осуществляется с помощью критерия Стьюдента. В третьем примере 
рассматриваются характеристики зависимости случайных величин друг от друга, условные математические 
ожидания (условные средние). Кривые регрессии показывают истинную зависимость, «очищенную» от всех 
случайных факторов. Рассмотренные примеры помогают решить проблему мотивации углубленного изуче-
ния математики и формировать у студентов систематические и прочные знания.
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The article presents examples considered in lectures and workshops with undergraduates studying in the 
direction 20.04.02 “environmental engineering and water use” in the study of the discipline “Mathematical 
modeling in the components of nature.” The use of mathematical modeling makes it possible to study natural 
processes with the help of models, to consider decision-making problems in conditions of uncertainty, to assess 
the consequences of decisions. In the fi rst example we consider the popular statistical criterion of student. In the 
second example for the characteristic of temperature regime of the territory the rule of calculation of the basic 
statistical characteristics of series of meteoparameters is stated. Spatial and temporal variability are invited to 
explore using the apparatus of the decomposition of fi elds by natural orthogonal components. Assessment of 
the signifi cance of the revealed differences is carried out using student’s criterion. In the third example the 
characteristics of dependence of random variables from each other, conditional mathematical expectations 
(conditional averages) are considered. Regression curves show true dependence, “purifi ed” from all random 
factors. The considered examples help to solve the problem of motivation in-depth study of mathematics and to 
form students ‘ systematic and strong knowledge.
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В настоящее время высшее образова-
ние должно способствовать формирова-
нию специалистов широкого профиля, 
сочетающему глубокие фундаменталь-
ные знания и обстоятельную практи-
ческую подготовку конкретной отрас-
ли производства. В КубГАУ работа над 
курсом «Математическое моделирова-
ние процессов в компонентах природы» 
продолжается. Новизна исследований 
заключается в составлении примеров 
прикладного характера, которые усили-
вают взаимосвязь математики и смеж-
ных дисциплин, формируют у студентов 
умение строить математические моде-

ли, обеспечивают профессиональную 
направленность обучения [1].

Цель исследования – разработать 
программу дисциплины «Математиче-
ское моделирование процессов в компо-
нентах природы» с примерами из дан-
ной специальности. 

Результаты исследования 
и их обсуждение

Приведем несколько примеров при-
кладного характера, которые показыва-
ют применение теории вероятностей.

Первый пример. Рассматриваем по-
пулярные статистические критерии.
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Критерий Стьюдента. Проблема ста-

вится следующим образом. Пусть име-
ется две случайные величины ζ и η. Обе 
они являются нормальными случайны-
ми величинами, дисперсия их также 
одинакова, то есть D{ζ} = D{η} = σ2. 
А математические ожидания M{ζ} = a1 
и M{η} = a2 могут быть разными. Не-
обходимо проверить гипотезу Н0: а1 = а2 
при альтернативе Н1: а1 ≠ а2.

Пусть в п1 опытах измеряли величи-
ну ζ, получили значения 

1
...,,,, 321 nxxxx ; 

в п2 опытах измеряли величину  η и по-
лучили значения 2

...,,,, 321 nyyyy .
Оценки величин а1 и а2 имеют вид
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Рассмотрим их разность т1 – т2. 
Пусть верна гипотеза Н0. Что тогда мож-
но сказать об этой разности?

Так как при Н0 а1 = а2, то 
М{m1 – m2} = М{m1} – M{m2} = 0.
Далее, так как 
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Поэтому дробь 
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является стандартной нормальной слу-
чайной величиной с нулевым математи-
ческим ожиданием и единичной диспер-
сией.

Но величина σ2 неизвестна, её надо 
заменить оценкой. Какая же она?

Оценка величины σ2 по первой вы-
борке есть 
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а по второй выборке –
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Из этих двух величин надо скомбини-
ровать одну общую оценку величины σ2. 

Стьюдент предложил брать её в виде
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так как в 2
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Заменяя в выражении для  σ2 её оцен-
кой s2, получим величину
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Можно доказать, что при верности 
гипотезы Н0 величина t имеет распре-
деление Стьюдента с числом степеней 
свободы f = n1 + n2 – 2.

Далее представим α0 в виде 
α0 = α0/2 + α0/2 

и найдём 20
t , соответствующее числу 

степеней свободы f = n1 + n2 – 2. Если 
верна гипотеза Н0, то событие, заклю-
чающееся в выполнении неравенства 

20
||  tt  будет иметь вероятность 1 – α0, 

а событие 20
||  tt  будет наступать с ве-

роятностью α0, то есть будет событием 
практически невозможным. Поэтому 
решающее правило имеет вид: если 
выполнится условие 20

||  tt , то надо 
принять гипотезу Н0; если же окажет-
ся, что 20

||  tt , то гипотеза Н0 должна 
быть отвергнута.

Использование критерия Стьюдента 
описано во втором примере.

Основным недостатком критерия 
Стьюдента является то, что он «при-
вязан» к нормальному распределению. 
Поэтому в настоящее время большое 
распространение получили так назы-
ваемые непараметрические критерии, 
которые «свободны» от вида функции 
распределения выборочных значений, 
то есть их можно применять для любых 
функций распределения. 

Большинство таких критериев осно-
вано на том, что измеренные значения 
заменяются их рангами.

Пусть имеется выборка из пяти зна-
чений, которые равны 7,7; 6,8; 8,3; 7,5; 
8,9. Расположим их в порядке возраста-
ния и пронумеруем в этом порядке

54321
9,83,87,75,78,6
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Эти порядковые номера и называют 

рангами соответствующих выборочных 
значений.

А что делать, если некоторые вы-
борочные значения совпадают между 
собой? Вообще-то говоря, для непре-
рывных случайных величин такое со-
впадение имеет вероятность 0, но оно 
может иметь место из-за ограниченной 
точности измерений и округления полу-
ченных результатов.

В этом случае совпадающим выбо-
рочным значениям в качестве их рангов 
присваивается среднее арифметическое 
их рангов. Например, если выборочные 
значения равны 7,5; 6,8; 8,3; 7,5; 8,9, 
то их ранги будут такими:

545,25,21
9,83,85,75,78,6

Рассмотрим критерий Вилкоксона. 
Пусть имеются выборки случайных ве-
личин  ζ и  η:

х1, х2, х3, …, хm    и   y1, y2, y3, …, yn.

Критерий Вилкоксона проверяет 
гипотезу об однородности выборок, 
то есть гипотезу следующего вида: 
Н0: x F ζ(x) = F η(x) при альтернативе 
Н1: x F ζ(x) ≠ F η(x). Для её проверки 
составим из величин х1, х2, х3, …, хm и 
y1, y2, y3, …, yn. один общий вариацион-
ный ряд, то есть расположим их в поряд-
ке возрастания их значений. В результа-
те получим последовательность типа 

,12...10987654321
...

NNN
yyxyyyyxxxyxx



где N = m + n. Заметим, что сами выбо-
рочные значения выписывать не надо, 
надо лишь писать буквы х и у в зависи-
мости от того, к какой выборке они при-
надлежат.

В критерии Вилкоксона в качестве 
статистики для проверки гипотезы ис-
пользуется сумма рангов той выборки, 
объём которой меньше. Пусть, напри-
мер, т < п и r1, r2, r3, … , rm есть ранги, 
соответствующие значениям х. Тогда 
статистика критерия Вилкоксона зада-
ётся формулой

W = r1 + r2 + r3 + ... + rm.
Само решающее правило имеет вид 

если выполнено условие 

W1 ≤ W ≤ W2,
то гипотеза Н0 принимается, в против-
ном же случае она отвергается.

Величины W1 и W2 находятся из спе-
циальных таблиц в соответствии с объ-
ёмами выборок т и п и уровнем значи-
мости α0. В таблицах обычно приводит-
ся лишь величина W1, а величину W2 
считают по формуле

W2 = m(m + n + 1) – W1.
Рассматриваем еще один попу-

лярный статистический критерий – 
так называемый критерий серий. Его 
обычно применяют при выравнивании 
экспериментальных данных к некото-
рым кривым по методу наименьших 
квадратов.

Пусть данные измерений имеют вид 
iii nxfy  ),(  и, выравнивая данные 

к зависимости y = f (x, θ), получили вы-
ровненные значения Nyyyy ˆ...,,ˆ,ˆ,ˆ 321 . 
Будем сравнивать их с эксперименталь-
ными данными Nyyyy ...,,,, 321  и, если 

ii yy ˆ , то приписывать этой паре знак 
+ , если же ii yy ˆ , то знак минус. В ре-
зультате получим последовательность 
знаков + и – вида 

+ + – + + + – – – – … + – – ,
состоящую из т элементов + и п элементов –.

Проверяется гипотеза о том, что эти 
элементы расположены случайно. Если 
эта гипотеза будет принята, то говорят, 
что опытные данные не противоречат 
выровненным значениям; в против-
ном случае считают, что опытные дан-
ные противоречат выровненным зна-
чениям и необходимо выравнивать их 
к какой-то другой кривой.

Сам критерий выглядит следующим 
образом. Назовём сериями части нашей 
последовательности, каждая из которых 
состоит из знаков одного вида. 

Пусть γ есть общее количество се-
рий в нашей последовательности. Тог-
да по таблицам критерия серий при 
заданном уровне значимости α0 нахо-
дим величины γ1 и γ2, и если окажется, 
что γ1 < γ < γ2, то принимается гипоте-
за о том, что выровненные значения 
не противоречат экспериментальным 
данным. Если же окажется, что γ ≤ γ1 
или γ ≥ γ2, то считается, что выровнен-
ные значения противоречат эксперимен-
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тальным данным и надо их выравнивать 
к какой-то другой кривой.

Обычно действуют по следующей 
схеме. Сначала данные выравнивают 
к прямой линии, то есть к полиному 
порядка 1. Затем, используя критерий 
серий, проверяют, противоречат вы-
ровненные значения экспериментальным 
данным или нет. Если не противоречат – 
то на этом всё заканчивается. Если же 
противоречат – то выравнивают дан-
ные к полиному второго порядка, снова 
проверяют гипотезу о случайности + 
и –, и в случае противоречия выравни-
вают к полиному третьего порядка и т.д. 
Та степень полинома, при которой в пер-
вый раз критерий серий показывает, что 
нет противоречия между эксперимен-
тальными и выборочными значениями, 
и принимается в качестве результата вы-
равнивания.

Второй пример. Для характеристи-
ки температурного режима территории 
вычисляем основные статистические 
характеристики рядов метеопараме-
тров: абсолютные минимальную и мак-
симальную суммы температур, интер-
вал между абсолютными максимальной 
и минимальной суммами температур, 
коэффициенты асимметрии, эксцесса 
и вариации [2].

Помимо расчета обычных статисти-
ческих показателей необходимо прово-
дить углубленный анализ временных 
рядов с применением математического 
моделирования. Такой методологиче-
ский подход позволяет получить допол-
нительную информацию, необходимую 
для оптимального планирования и орга-
низации сельскохозяйственного произ-
водства [3].

Пространственно-временную измен-
чивость исследуем с помощью аппарата 
разложения полей по естественным ор-
тогональным составляющим. Система 
функций для разложения подбирается 
по специфике рассматриваемого поля. 
Этот математический аппарат позволяет 
полнее представить начальную инфор-
мацию, а еще и уменьшить число пре-
дикторов.

Исследуем временную структуру 
суммы температур за вегетационный 
период в низкоурожайные и высоко-
урожайные годы. Оценка значимости 
выявленных отличий осуществляется 

с помощью критерия Стьюдента. Если 
полученное значение критерия больше 
табличного на заданном уровне и числе 
степеней свободы, то исследуемые вы-
борки статистически различаются меж-
ду собой.

Третий пример. Рассматриваем ха-
рактеристики зависимости случайных 
величин друг от друга. Пусть дана дву-
мерная случайная величина (ζ, η) с плот-
ностью вероятностей рζη(х, y). Ковариа-
цией величин ζ и η называется величина

 })}M{})(M{M{(),cov( .
Эта характеристика называется кор-

реляционным моментом (иначе «момен-
том связи») случайных величин.

Наиболее полно зависимость слу-
чайной величины ζ от η описывается 
условной плотностью вероятностей 
рζ|η(х|y). Зависимость η от ζ – условной 
плотностью вероятностей рη|ζ(y|x). Од-
нако эти плотности вероятностей слож-
ны для экспериментального измерения, 
и с ними трудно работать [4].

Вместо них рассматриваем так назы-
ваемые условные математические ожи-
дания (условные средние)

 dyxyypx )|(}|M{ | ,  

dxyxxpy )|(}|M{ |  .

В отличие от М{ζ} и М{η} это уже 
не числа, а функции. Кривую М{η| х} 
как функцию от х называют кривой ре-
грессии η от ζ, а М{ ζ| y}, являющейся 
функцией от y, называют кривой регрес-
сии ζ от η [5; 6].

Обычно этим кривым дают следу-
ющую наглядную, хотя и упрощен-
ную трактовку [6]. В природе есть 
какая-то детерминированная зависи-
мость, скажем  η = f (ζ). Но сама же при-
рода на эту зависимость «накидывает» 
случайные факторы, так что эта зави-
симость как бы размывается. А кривая 
регрессии и есть эта истинная зависи-
мость, «очищенная» от всех случайных 
факторов.

Выводы
На современном этапе происходя-

щих преобразований в образовании 
математические методы становятся не-
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обходимыми для всех направлений на-
учной и практической деятельности 
специалиста. Потому при изложении 
курса «Математическое моделирова-
ние процессов в компонентах природы» 
мы стараемся выработать у студентов 
математический подход к изучению за-
дач их специальности.

Студенты с большим интересом ре-
шают прикладные задачи. Такой подход 
направлен на повышение эффективности 
образовательного процесса и образова-
тельного уровня подготовки студентов.
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